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Abstract

This paper presents the non-linear structural model of deformable helicopter on the basis of non-linear transient
analysis. In this case, the subject of the research is the structure of one main rotor two-seaters ultra-light helicopter.
Making use of the method of finite elements, it has been possible to develop the structural model in which the mass,
the stiffness of construction and its damping distribution can be taken into account. This paper presents only the
mathematical method which enables the description of complex cinematically relations between motions of the finite
elements. The mathematical formulae represent complex relations during the take off, the flight and the landing. The
results of non — linear transient analysis have been compared with the linear approach and the differences between
these two methods are underlined. The non-linear transient theory was presented in anodes system on implicit format.
The paper contains explicit format with explained physically phenomena. The calculation witch using this explained
method has very expensiw. In conclusion the costs are less in compared to of rearch costs on prototypes. The method
can be used to analyze the other dynamic structures.
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NIELINIOWA METODA DYNAMIKI NA PRZYKLADZIE
KONSTRUKCJI LEKKIEGO SMIGLOWCA IS -2

Streszczenie

Ten artykul przedstawia nieliniowq metode matematycznego opisu drgan nieustalonych odksztalcalnego
Smiglowca. Na przyktadzie opisu dynamiki jednowirnikowego lekkiego dwumiejscowego smiglowca. Stosujqc metode
elementow skonczonych opisano wzajemne relacje miedzy odksztatceniami struktury kadtuba, zawieszenia reduktora
obrotow do kraty silnikowej z elementami podatnymi, oraz odksztatceniami wirujgcego watu. Ziozone zwiqzki
kinematyczne zastqpiono matematycznymi wzorami w postaci macierzowej. Przedstawiona metoda w sposob
jednoznaczny pokazuje krok po kroku tworzenie nieliniowych macierzy sztywnosci, bezwiladnosci i ttumien.
Przyktadowo pokazano to dla wybranego dowolnego punktu elementu obracajgcego sie watu wirnika gtownego. Opis
nieliniowych odksztalcen i przemieszczen byl przedstawiany w innych systemach w sposob mocno uproszczony. Ten
artykut zawiera samq teorie, moze by¢ uzyta do opisu nieliniowej dynamicznej pracy innych konstrukcji. Sama metoda
pod wzgledem kosztow jest droga. Jest w podsumowaniu tansza niz dotychczas stosowana metoda eksperymentalna
prowadzqca do zniszczenia prototypu. W przypadku badan rzeczywistego obiektu w zakresie duzych odksztalcen jest
zagrozone zycie ludzkie i w efekcie jest znacznie tansza i bezpieczniejsza metoda wyznaczania granicznych wartosci
wytrzymatosciowych i dynamicznych.

Stowa kluczowe: srodki transportu, smigtowiec, mechanika, MES, nieliniowa analiz

1. Wprowadzenie

Zasadnicza r6znica w opisie ztozonych zjawisk dynamicznych jest zastapienie liniowych modeli
matematycznych przez zastosowanie nieliniowych sprezyn, jakie sa uzyte do odwzorowania
odksztatcen elementéw cienkosciennej struktury. Smigtowiec IS —2 charakteryzuje si¢ cienkimi
elementami, ktére dodatkowo sa podpierane zebrami, oraz katownikami lub zawieraja
wypehliacze. To powoduje, ze konstrukcja jest stosunkowo lekka, ale jej praca jest
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skomplikowana. W klasycznej mechanice ciata statego opisywane jest to jako praca po utracie
stateczno$ci. Dodatkowo wirujace lopaty na przegubach poddane zmiennym w czasie sitom
aerodynamicznym maja ztozony ruch, ktory generuje zmienne w czasie i zalezne od chwilowego
potozenia sity bezwtadno$ciowe. Do tej pory przedstawiano w literaturze jako bryty sztywne lub
liniowo- odksztatcalne. Natomiast w analizach wytrzymato$ciowych 1 publikacjach [5, 6, 7]
stosowano opis zjawisk nieliniowych w statyce. Zastosowanie nieliniowych elementéw do analizy
dynamicznej jest nastgpnym krokiem w celu poszukiwania lepszych narzedzi do projektowania.
Przyjeto zatozenia, ze konstrukcja zmienia swoje cechy statyczne i dynamiczne w zalezno$ci od
wielkosci obciazenia. Rozpatrywano kilka typowych elementéw skonczonych nalezacych do
réznych zespotéw $miglowca. Opis matematyczny ztozonych zjawisk mial na celu wykryciu
nieliniowosci i opisanie jej wptywu na pozostate elementy konstrukcji. Konstruktor lub pilot
powinni zdawac sobie spraweg z ograniczen najczesciej wymienianych w instrukcjach obstugi.
Zawsze wystepuje ryzyko popelnienia biedu podczas pilotazu i to powinno by¢ doktadnie
prezentowane w skutkach. Niniejsza publikacja ma na celu opisanie ztozonego zjawiska przez
zastosowanie nieliniowego opisu odksztatcalnego $miglowca. Problem jest zbyt obszerny by mogt
by¢ przedstawiony catosciowo w jednym referacie i dlatego wybrano jedynie dwa rodzaje
elementow: belki odwzorowujace nieliniowa pracg kraty silnikowej i elementy tarczowo — plytowe
odwzorowujace wigkszos$¢ elementow struktury nos$nej $migltowca. Zjawiska nieliniowej pracy
dynamicznej badano i rezultaty tych analiz przedstawiono w artykutach [ 8, 9]. Nieliniowy opis
zastosowano w celu wyznaczenia granicznych stanéw obciazenia cienko$ciennej konstrukcji
Smigtowca.

2. Nieliniowa metoda przemieszczen

Efekt zmiany dlugos$ci odksztatcalnych elementow na skutek bocznych przemieszczen w
stosunku do gltéwnego kierunku elementu znany jest w literaturze i wykorzystywany do analizy
utraty statecznosci konstrukcji. Jest to klasyczna forma nazywana czgsto nieliniowos$cia
geometryczng. Stosujac konwencje metody elementow skonczonych i wprowadzajac pojgcie
funkcji ksztaltu do opisywania przemieszczen dowolnego punktu elementu mozna wyprowadzic¢
rébwnania opisujace energi¢ kinetyczna, oraz energi¢ potencjalna wynikajaca z faktu
odksztalcalnosci elementu. Uwzgledniajac fakt skracania si¢ elementu na skutek bocznych
przemieszczen powodujacych obrot przekroju poprzecznego elementu wzgledem osi
prostopadtych do osi podtuznej, oraz obrét wzgledem osi podluznej zapisujemy w sposob
analityczny. Uwzgledniamy fragment elementu o umownym przyroscie dx, dy, dz.

dx >

I
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<

Vi=dx(l-cosa)

Rys. 1. Symboliczny opis zmiany diugosci odcinka po jego obrocie o dowolny kqt
Fig. 1 The symbolical description of the change of the length of the section after turning for whichever angle

Wprowadzajac rozwinigcie funkcji trygonometrycznej w szereg Maclorena uzyskano przyblizona

posta¢ zmiany dlugos$ci rzuty obréconego odcinka na kierunek gtoéwny.
2

a
VI =dx— 1
= (D

Zalezno$¢ (1) wykorzystano do opisu zmiany dlugosci elementow belkowych oraz tarczowo —
ptytowych. Uwzglednienie dwoch pierwszych czlondéw szeregu Maclorena jest wystarczajacym
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przyblizeniem 1 to powoduje, ze funkcja przemieszczen jest drugiego stopnia. W przypadku
zastosowania dalszych sktadnikoéw szeregu funkcja przemieszczen bgdzie wyzszego rzedu.

W zastosowaniu do opisu odksztatcalnych cienkosciennych belek wykorzystuje si¢ trzy katy
obrotu poprzecznego przekroju, ktore prowadza do efektu skracania si¢ elementarnego odcinka.
Jesli obrot dowolnego punktu przekroju jest wzgledem pierwszej osi prostopadtej do kierunku
glownego elementu o kat @, oraz obrot wzgledem drugiej osi prostopadiej do kierunku oznaczono
przez katw 1 kat obrotu wzgledem osi podtuznej elementu oznaczono przez ¢, to zmiana dtugosci

elementarnego odcinka belki jest opisana wzorem:

02 l//2 ¢2
VI =de(—+2—+ % 2
. x(2 5 2) (2)

W przypadku elementarnego fragmentu ptyty skrocenie jest przedstawiane w dwu kierunkach:
2 2

0 Q
VI =dx—, VI =dy*— 3
. > y =& (3)

Ztozone formuly matematyczne najlepiej wyjasni¢ na prostych rysunkach graficznych.

r

d = ared S o

rn'.ll.':_"" = ad 51 —cosd) X, =d

X=ag

P lf——————

Rys. 2. Schemat wyjasniajqcy skracanie dlugosci elementu belkowego powodowanego zginaniem w plaszczyznie X — Z
Fig. 2. Schema explaining a shorten of the length of bar element caused bending in the X - Z surface

o~ dy" = (1 —cosy ad s

. ' ft
i g =al - o3

r=asd

Rys. nr 3. Schemat wyjasniajqcy skracanie sie dlugosci elementu belkowego powodowanego zginaniem w
plaszczyznie Y — X
Fig.3. Schema explaining a shorten of the length of bar element caused bending in the Y - X surface
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Podobny efekt wystepuje podczas skrecania cienkosciennych elementéw belkowych.
Do dalszego opisu nieliniowych przemieszczen elementow wykorzystano podstawowe rdwnania
opisujace przemieszczenia opisywane rownaniami liniowymi w postaci:

q:(?)

4. 06, 8) = | N (0 Ny (00 N (03 Ny (03 N (0 Ny (O N e (033 N oy () h gl (0 b= (4)

q;,()
gdzie: N_ (x);......; N . (x)- sa funkcjami ksztattu zaleznymi od dlugos$ci elementu,

izx Jjzy
() ;g7 () — sa warto$ciami przemieszczen w okre$lonym punkcie 1 stopniu
ix v

swobody oraz zalezne od parametru czasu.
Podobnie opisano przemieszczenia w nastgpnych kierunkach, przy czym:

4o(5.1) = O(x,1) = (—1)% - 5)
oq,,(x,1) ~

& (6)

q,(x.0) =y(x,1) =

W analizach liniowych pomijano fakt nieliniowego skracania si¢ elementu uznajac to za mala
drugiego rzedu. Przemieszczenia zalezne sa od wielkos$ci obciazen i w momencie uzyskiwania
duzych ich wartosci cztony dotychczas pomijane nabieraja istotnego znaczenia. Matematyczna
posta¢ rownan rownowagi elementéw réwniez ulega komplikacji z nastgpujacego powodu:

a]\]izx (x) W(t)
6 qix
q,(x,1) = q; (x,1) —%Hq,-‘;(z);..;q‘fw . " FNS;C(X) = aNg)'”c(x)J . lde—
Jjzy ()C) q;vw (t)
ox
a]\]iyx (x) W( )
o || aw, ov. o Y
1 [CHOETOL S { ), P! )J - e
vy (x) q;"w (l‘)
ox
ON,,. (%) »
ox || aw, N, 2!
—%J‘Lqiﬁ(t);..;qﬁu(t) - [ ’g;(x);..; ’;;(X)J RS 0
jow (%) g, (0)
ox

Czlony nieliniowe, gdzie przemieszczenia weztowe zalezne od parametru czasu wystepuja w
drugiej potedze komplikuja mozliwos¢ rozwiazywania zadan metodami stosowanymi w analizie
liniowej. W celu wykorzystania algorytméw z analizy liniowej proponuje si¢ wprowadzenie
pojecia nieliniowych funkcji ksztattu, ktore sa zalezne od potozenia i czasu.

Tak zmodyfikowane wyrazenia nieliniowe zastgpuje si¢ zwiazkami liniowymi przy jednoczesnym
wprowadzeniu nowych nieliniowych funkcji ksztattu - N(x,7) 1 dalej algorytm pozostaje tak jak w
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opisie liniowym. Stuszno$¢ proponowanego zapisu bedzie zalezna od chwilowych wartosci
przemieszczen weztowych otrzymywanych z przyrostow obciazen dla matych przedzialow.

qz;v
g0t =[N et N ey ®)

Ty
dzie: N (x,t)- sa nowymi funkcjami ksztaltu nieliniowego elementu belkowego.
g X y

3. Energia potencjalna ukladu obiektu i nieliniowa macierz sztywnosci elementu
belkowego

Wprowadzenie nieliniowej funkcji przemieszczenia wzdhuz dtugosci elementu ma istotne
znaczenie dla jego wytrzymalo$ci. Wprowadzone pojecie nieliniowej funkcji ksztattu
otrzymywanej metoda iteracyjna dla kazdego przyrostu obciazenia powoduje zmiang w opisie
nieliniowych odksztatcen:

oqy (x,¥,2,1)
&l (x,7,2,0) ox
_ aqy('xﬁt)
7xy(xvyazvt) - T ! (9)
}/Xz(x’yﬁz) aqz(x’t)
ox
gdzie:
oq" (x,y,2,f) oq.(x,t) q.(x,t) 0q(xt) 1.06g.(xt), 106900, 1
qx( Y ): Qx( )+Z qz( )_y y __[ qz( )]2__[ Y ]2__[q(p(x,t)]2. (10)

ox ox ox’ ot 2 o 25 x 2

Zalezno$¢ (10) zawiera wyrazenia w drugiej potedze.

Wartosci jednostkowych sit wewnetrznych opisano nastgpujacym wyrazeniem:
o (x,y,z,t) E " (x,y,z,1)
Tx,y(xayazat) = nyyxy(xayazat) ! (11)
Tx,z(xhyﬂzﬁt) zeyxz(x9y9zﬂt

gdzie: E_—odpowiada modutowi Yung’a w kierunku X,
G,, —odpowiada modulowi na $cinanie w plaszczyznie X-Y,
G, —odpowiada modutowi na $cinanie w ptaszczyznie X- Z.

Energig potencjalnej pracy sit wewngtrznych opisano podobnym wzorem jak w analizie liniowej:

nl
be & (X, ,2,1)
J‘H_O';’l(x,y,z, 0,7, (%, ,2,0),7 (X, 9,2,0) § 7, (X, ¥, 2,1) pdxdydz, (12)
o V. (%,9,2,0)

1
nl
Eput. = E

S .
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gdzie: [ — oznacza dtugos¢ elementu,
a, b — oznaczaja wymiary przekroju poprzecznego belki.

Gtownym sktadnikiem wyrazenia na energi¢ potencjalna jest tensor odksztalcenia wzglednego w
kierunku wzdtuznym elementu. Wzér (10) zawierajacy cztony nieliniowe jednoznacznie wskazuja
na zmniejszeniu tego tensora. Oznacza to ubytek energii potencjalnej od przemieszczen w
kierunku wzdtuznym z jednoczesnym wzrostem energii potencjalnej od zginania elementu.

Identyczny problem ubytku nosnosci wystepuje przy opisywaniu pracy sit wewngtrznych
elementow tarczowo-plytowych. Problem ubytku nosnosci byt opisywany jako utrata stateczno$ci
struktur cienko$ciennych. W konstrukcji omawianego $migtowca, podobnie jak w innych
konstrukcjach lotniczych stosuje si¢ dodatkowe elementy podnoszace wytrzymatos¢ struktury.

4. Nieliniowa praca elementow tarczowo-plytowych

Przemieszczenia w plaszczyznie elementu czterowgztowego opisywane sa praca tarczy na
rozciaganie, Sciskanie i §cinanie. Przemieszczenia pionowe do plaszczyzny elementu w analizach
liniowych opisuja zginanie ptyty. Jak wykazano w rozdziale drugim tego artykutu zginanie takich
cienkosciennych elementéw wiaze si¢ ze zmiang przemieszczen w ptaszczyznie elementu.

r

- iy, = adZil —cos#)

P m—
i _-_-_'___\___‘_‘_‘—‘—\—._

__'_'_'_'_,_,_,-— L
v = i s

r=as

|

Rys. 4. Graficzne przedstawienie skracania sie elementarnego odcinka zginanej ptyty w plaszczyznie & w wyniku

obrotu o kqt @
Fig. 4.. The graphic presentation of shorten elementary fragment of bent plate in the (& surface as result of the

turning for 0 angle
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Rys.5. Graficzne przedstawienie przesunigcia przekroju poprzecznego elementu tarczowo - plytowego powodowanego
zginaniem w plaszczyznie 1 i obrotem elementarnego odcinka dn o kat @
Fig. 5. Graphic presentation of displacement of the cross-section of the disk - plate element caused to bending in the
n¢ surface and turning of the A1 elementary fragment for the ¢ angle
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Przemieszczenia dowolnego punktu elementu tarczowo-ptytowego przedstawiono jako sume
przemieszczen liniowych i katowych tarczy, oraz przemieszczen liniowych i katowych ptyty
stosujac nastgpujace oznaczenia:

oq.(&,m,t 0q.(&,m,t 0q,(&,n,t :
o, (x,y,t)= AGY )8_§+ 4c (&1 )a—nZLM;-obréthglqdemos@. (13)
P o0& oy on oy b, on

0q. (&m0 0f g (Em oy 1 dq.(EnD)
0F  ox on  ox  a, O

0, (x,y,1) = ;- obrot wzgledem osi 7. (14)

8q’t7arczy (f,?],t) % ~ aq;arczy (éanat) 8_77
o0& ox on oy

W o (X, 3,0) = obrot wzgledem osi ¢ . (15)

Przyjeto zalozenie, Zze przemieszczenia sa male i zachodzi rowno$¢ migdzy sinusem kata i jego
warto$cia w radianach. Wymiar z—jest o rzad wielkosci mniejszy od wymiarow elementu i
mozna pomina¢ sktadnik nieliniowego odksztatcenia w tym kierunku.

Po uwzglednieniu zatozen otrzymano:
2

"+ G0, — DY . — A0S 5 wypadkowe przemieszczenie w kierunku x ,

a

q. (x,y,2,0) =q.

2
Tarczy

qf (x,3,2,0)=q," = Chy@ . + SaW . —bod 77% —wypadkowe przemieszczenie w kierunku y,

B _ _phwy .. . . .
q: (%, y,2,8) =q"" + by 1., — 50,1, - liniowe przemieszczenie w kierunku z ,

gdzie : ¢!, qu‘”"zy ,q""" —sa funkcjami przemieszczen w odniesieniu do ptaszczyzny

srodkowej elementu.
Podobnie jak dla elementu belkowego w opisie nieliniowym nowe funkcje ksztaltu zalezne sa od
zmiennych potozenia i przemieszczen weztdw zaleznych od parametru czasu.
Nowe nieliniowe funkcje ksztattu elementu tarczowego-ptytowego moga by¢ wyznaczone
metodami iteracyjnymi dla kazdej chwili czasowej. Oznacza to wydtuzenie czasu obliczen z
powodu uzyskiwania zbieznosci tych funkcji do okreslonej wartos$ci.

Z reguly z utrata stateczno$ci wystgpuje zmniejszenie sztywnosci elementu w sposob skokowy.
Oznacza to rowniez zmiang wyznaczonych wartosci czgstosci drgan wlasnych, ktéra obserwowano
w trakcie badan rzeczywistych konstrukcji. Zabezpieczeniem przed catkowity utrata statecznosci
sa dodatkowe elementy o wigkszej sztywnosci w okre§lonym kierunku. Takimi elementami w
strukturze kadtuba $miglowca IS -2 sa katowniki i1 Zebra, oraz w kabinie kompozytowe;j
przektadki. Tak wzmocniona struktura pod wptywem obciazen zmienia swoje wtasnosci.

Przy matym obciazeniu, gdzie nic nie traci statecznosci, lub zgigcia $ciskanych powierzchni sa
matle ubytek sztywnosci jest niezauwazalny.

5. Energia kinetyczna i nieliniowe macierze bezwladnosci

Do opisania potozenia dowolnego punktu materialnego $miglowca zastosowano kilka uktadow
wspotrzednych. Wzajemne relacje kinematyczne migdzy uktadami wspoétrzednych opisano z
wykorzystaniem macierzy transformacji Eulera i wspotrzedne trzech punktéw do zdefiniowania
lokalnego uktadu wspoétrzednych.
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X
Tk

Rys. 6. Graficzne przedstawienie tworzenia elementowego uktadu wspolrzednych na podstawie zdefiniowanych
sktadowych trzech punktow w bazowym ukladzie
Fig. 6. The graphic presentation of creation of element coordinate system on the basis of defined components of three
points in base system

: 1 1 1 1 1 1 4 O .
Danymi sa : Vx, ;;Vy, ;;Vz; ;Vx; ;Vy, ;Vz,, —wspotrzedne wektorow7, .7, , w uktadzie ,,1”

i,j° i,j°
okre§lanym przez potozenie srodka masy kadtuba.
Poszukiwanymi sa: Vx :3Vy3Vz, VX, Vy ;Vz, ktore wyznaczono z iloczynu wektorowego

wektora 7, ; X7, =z,
Wektor prostopadly do dwu poprzednich otrzymano z mnozenia wektorow: y, =z, x X, .

Wykorzystujac zalezno$¢ (2.12) wyznacza si¢ poszczeg6lne katy obrotu uktadu elementowego ,,i ”
w stosunku do uktadu ,, 1" przez opisanie wektorow okreslajacych osie uktadu elementowego.

vil] [a"
& 1,i
Vykt=|ad J(val)t + (V)P +(Vzl ) (16)
Vzig ai;l
Vx} 'a};;'
Uy b=| et W(Vx)? + (Vv ) +(Vz,)" (17)
Vzlg 0531:;
Vxl _al,z’_
n 1,2
Vst =| ay (V) +(Vy)) +(Vz))* . (19)
Vz,l7 o’

Wektor opisujacy zmiang polozenia punktu w uktadzie lokalnym jest transformowany do uktadu
gléwnego przez obrot jednego uktadu i przesunigcie miedzy ukladami. Taki zapis z
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wykorzystaniem macierzy Eulera ma zastosowanie przy opisywaniu ztozonych relacji, jakie
wystgpuja podczas normalnej pracy topat wirnika §migltowca z uwzglednieniem ruchu obrotowego
walu wirnika. Podobnie postapiono przy opisywaniu potozenia innych wirujacych walow
wprowadzajac dodatkowy wirujacy uktad wspotrzednych.

i 1= Uon S [ 0n Jtonswe e - (20)

gdzie: 7, ,, — jest wektorem przesunigcia od $rodka masy kadluba do punktu zaczepienia
uktadu wspotrzednych opisujacy potozenie przektadni glowne;,
[al,OR ]— macierz transformacji potozenia przektadni gtdéwnej do uktadu kadtuba,

okreslona przez trzy wezly nalezace od reduktora i kadtuba,
[aOR,WG —macierz transformacji uktadu wspotrzednych zwiazana z obracajacym

si¢ walem w stosunku do obudowy reduktora,
{?WG }— wektor taczacy punkt zaczepienia reduktora przektadni gtéwnej z piasta
wirnika gtéwnego,
cosW,,;, —sin¥ ,; O
[aOR’WG]= sin,,, cos¥,,; O |- macierz transformacji migdzy lokalnym uktadem
0 0 1.

obudowy reduktora i uktadem zwiazanym z obracajacym si¢ watem gtéwnym o kat
W, 6 = @yt obrotu uktadu watu wzgledem jego obudowy.

Wektor predkosci dowolnego punktu obracajacego si¢ watu wirnika gldownego jest przedstawiony
jako pochodna wektora potozenia tego punktu w uktadzie nieruchomym wzgledem czasu:

Ox, ;
Xo, U X, . ot a-a‘i‘ﬁ (S,1,6,t
. R 6&051 41,] - aj}l’j 6&051 J{ ?f,] (§ 77 é’ )
Yoi (= If + o Y1 "'[0‘0,1]< o + ot [al,jel bjfz+q,7,j(§,77,§,f) +
ZO,[ W Zl,j 831,1. Cjé/—i_qg,j(g’n’é/,t)
ot
. (21)
8071 . aj§+6§,j(§:77’§st) C.]‘f’j(é:’n,g’t)
+ &0,1{ a;e } bjﬁ+qr7,j(§’77’§’t) +[070,1 ][al,jel f?”,j(éfaﬂafaf) ’
c_/é/—}_QQ‘,j(g’n’é/’t) é;‘,j(ganagﬂt)
U(r)
gdzie: I7(t) - wektor predkosci srodka masy §migtowca,
W(t)

oa
{—8;’1 } —macierz predkosci katowych smiglowca wzgledem Srodka masy

1-wszego uktadu odniesienia,
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X, (0
¥, (1) p —wektor od $rodka masy $migtowca do j-fego ukfadu elementowego,

z,,;(0)

Lj

., ( — wektor predkosci liniowej punktu zaczepienia ukfadu elementowego,

Nje ‘<o e

Lj

oa, ;
{a—“} —macierz predkosci katowej uktadu elementowego j-tego opisana w
4

1-wszym ukladzie odniesienia zwigzanym ze $§rodkiem masy $migtowca.
Ten sam wektor predkosci przedstawiono w postaci iloczynu skalarnego dwdch wektorow:

Xo.ik (1) 1
yo,ik (t) =110
Zo.k () 0

15,‘5;..;N .

0 X y cz N 1Ey q

) IWNEPANEEAN, ) . - Tl- I il

0 ’hx .yj .Zj ; ]T} Ny, 55N, [al,j] [0‘0,1] . : (22)
1 Jii 2 T g Lj N N 6]4,,1

gy .

q(p,l

S~ O

lg“,é;";

90,

qy/,l

qy/,l

Taka forma zapisu ulatwia opis matematyczny energii kinetycznej elementow catego uktadu:

7 sm
o,
s = 0 . :
Egrfjezm.zzpw Qo awG  qgp o - qw,zJIII{fpprjoajdébjdnc./dg O_C,ZVG ’ (23)
Q qc:,
qy/ﬂ

gdzie: p —opisuje gestos¢ materiatu,
(2 —o0znaczono objetose j - tego elementu,
f, - oznaczono elementy wektora zawierajacego wartosci geometryczne potozenia punktu.
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Macierz bezwtadnosci nieliniowych elementow sktada si¢ z tej samej liczby sktadnikow wektora
opisujacego potozenie 1 z tej samej liczby funkcji ksztaltu N(x, y,z,¢) zaleznych od polozenia i
zmiennych w czasie przemieszczen weztowych elementu. Jest to zasadnicza rdznica w stosunku
do opisu liniowego, gdzie funkcje ksztaltu byty niezalezne od przemieszczen weztowych i czasu.
Przyktadowo macierz bezwladno$ci elementu wirujacego watlu wirnika gtownego przedstawiono
w postaci catek poszczegolnych iloczynoéw elementow wektora poziomego:

{f,,l}tfpd oalfnd Ulfond 1alfl

IU ol alrad nalrnad |
ol Aralnad n.brsd nalr.
Vo) Aalfond s 1alfin]

M WG

J.el

débdnedl.  (24)

6. Rownania rownowagi calej struktury

Sumujac energig kinetyczna i potencjalna wszystkich elementéw oraz stosujac réwnanie
Lagrang’a z uwzglednieniem wszystkich stopni swobody uzyskano uktad rownah réwnowagi -
podobny do uktadu liniowego.

Roznica polega na tym, ze tylko dla jednego kroku czasowego uzyskuje si¢ kilka wartosci funkcji
ksztattu. Ostateczna warto$¢ funkcji ksztattu uzyskano z iteracji zbiegania si¢ wartosci do jednego
punktu z zatoZzona doktadnoscia.

Podstawowy uktad réwnan rownowagi jest o tej samej liczbie stopni swobody, co uktad w analizie
liniowe;j.

M(x’yazataqoaqo)q+D(-x’yazataqoaqo)q+ K(xayaz,t,qoaqo)q = F(X,y,zataqo,%) s (25)

gdzie: q,(t), q,(t)- wartosci poczatkowe przemieszczen i predkosci weztlowych wyznaczono

rownania liniowego 1 funkcji ksztattu niezaleznych od czasu.

Drugim krokiem w nieliniowym algorytmie jest dla takiego samego przyrostu obcigzenia
zewngtrznego wyznaczenie nieliniowych funkcji ksztattu z przemieszczeniami wyznaczonymi z
pierwszego kroku rozwiazania uktadu rownan rézniczkowych.

Na ich podstawie wyznaczono nowe macierze bezwtadno$ci 1 macierze sztywnosci dla catego
uktadu.

M(,n,¢,tq,,q9,) g+ D(E,n.¢ tq,,q9,) g+ K(E,n,,t,q9,,9,)9=F(&,1,4,t,49,,9,). (26)

Sam fakt stosowania iteracyjnej metody osiagania rownowagi prowadzi do konkluzji: krokiem
koncowym iteracji jest stan, dla ktorego nastgpna iteracja nie powoduje zmiany wyznaczonych
warto$ci macierzy.

Osiagnigcie takiej rownowagi pozwala na przyjecie nastgpnego przyrostu obcigzenia
zewngtrznego. Jak wiemy z przeprowadzanych testow praktycznych wystgpuje 1 drugi skrajny
przypadek, kiedy wyznaczane zmienne nie osiagaja punktu zbieznosci.

Dochodzi wtedy do chwilowego braku roéwnowagi sit w ograniczonym obszarze ukladu.
Najczesciej pewien obszar macierzy bezwtadnosci 1 sztywnosci oraz tlumien konstrukcji ulega
duzym zmianom. Natomiast stan rOwnowagi jest osiagany, kiedy cata macierz dla nastgpnej
iteracji osiaga warto$¢ zbiezna z poprzednia. Osiaganie warunkow rownowagi jest rOwnoznaczne
z osigganiem ustalonych wartos$ci sit bezwtadnosci, thumien i sztywnosci, oraz sit zewngtrznych.
Niniejszy algorytm pozwala na analizowanie zjawisk drgan konstrukcji o cienkos$ciennych
elementach w stanach nieustalonych z przewaga geometrycznej nieliniowosci.
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7 Wnhnioski

1. Prezentowana metoda jest metoda czasochlonna i wymagajaca szybkich komputerow.

2. Uzyskane wyniki z nieliniowych analiz stacjonarnych zgodzily si¢ z pomiarami na
prototypach.

3. Koszt obliczen byt znacznie nizszy niz naprawa prototypu po uszkodzeniach.

4. Analizy liniowe nie okreslaty jednoznacznie punktu krytycznego dla obciazen.

5. Zastosowanie niniejszej analizy pozwala wykry¢ graniczne warto$ci obciazen w locie 1 tym
samym zapobiega ewentualnym katastrofom lotniczym.

6. Koszt symulacji komputerowych z wykorzystaniem komputerow PC z duzymi pamigciami
znacznie obnizyt koszty obliczen.

7. Wyniki z analiz sq pordwnywalne z badaniami na prototypach podczas lotu.
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